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4.3.1 Wstep

Moje badania skupiaja si¢ gléwnie na opracowaniu wlasnosci ukladéw sterowania z
operatorami niecatkowitych rzedow. Zajmuje sie ukladami sterowania okre$lonymi ope-
ratorami niecatkowitych rzedéw. Rozwazane typy opratorow to: Riemanna-Liouville’a i
Caputo - w przypadku ukladow z czasem cigglym oraz Riemanna-Liouville’a, Caputo 1
Griinwalda-Letnikova — uklady z czasem dyskretnym. Dla ukladéw sterowania okreslo-
nych tymi operatorami rozwigzano zagadnienia sterowalnoséi i obserwowalnoéci, zar6wno
w przypadku tego samego niecatkowitego rzedu w kazdym réwnaniu, jak i rozwazono roz-
ne rzedy i rézne kroki (w przypadku ukladoéw z czasem dyskretnym). Mozna wyrdznié
nastepujace kluczowe obszary prowadzonych badan:

1. uklady sterowania z operatorami niecalkowitych rzedéw z pamigcia poczatkows;

9. whasnodci nieliniowych ukladéw sterowania z operatorami niecatkowitych rzed6w;



3. wieloparametryczne ze wzgledu na rzad lub krok liniowe uklady sterowania z
czasem dyskretnym i operatorami niecatkowitych rzedéw.

Gléwng motywacja prowadzenia badan wlasnosei uktadéw sterowania niecatkowitych
rzedéw jest fakt, ze uklady tego typu staly sie waznym narzedziem w modelowaniu wy-
branych proceséw. Jak pisze prof. Katsuyuki Nishimoto w tytule ksigzki [80]: ,Fractional
Calculus is Calculus in the 21st Century”. Natomiast, prof. Piotr Ostalczyk pisze w pra-
cy [84]: ,Dlaczego ciggle zjawiska fizyczne realnego Swiata opisujg réwnania rézniczkowe
o rzgdach ze zbioru dyskretnego {1,2,3,...} a nie cigglego (0, +00) 27,

Rachunek rézniczkowo-catkowy niecatkowitego rzedu dotyczy pochodnych i catek do-
wolnego rzedu (niekoniecznie catkowitego, czy nawet wymiernego), jednoczesnie jest dzie-
dzina powstalg na bazie klasycznych definicji analizy matematycznej dotyczacej calek i
pochodnych, [26,28,31,84,92]. W tym rozumieniu powszechnie znany, ,klasyczny” rachu-
nek rézniczkowo-catkowy nie stanowi dziedziny odrebnej a jest tylko przypadkiem szcze-
golnym bardziej ogdlnego rachunku niecatkowitych czy tez "utamkowych” rzedéw. Dla
rzedow catkowitych z ogdlnych definicji i wzoréw rachunku niecatkowitego rzedu otrzy-
mujeny ponownie pochodne i catki odpowiedniego rzedu.

W dalszej czgéci niniejszego dokumentu bede uzywaé wymiennie okreslen: ,ulamkowy
uktad/uktad niecatkowitego rzedu”, ,utamkowa pochodna,/pochodna niecatkowitego rzedu”,
w odniesieniu, iz rzad pochodnej lub catki moze byé uogdlniony do innego niz catkowity.
Wyrazenie ,utamkowy” wskazywaloby na »wymierny”, natomiast mozna rozwazaé rzedy
rzeczywiste, czy tez réwniez zespolone.

Historia rachunku rézniczkowego i catkowego niecatkowitego rzedu rozpoczyna sie od
1695r., kiedy to L’Hdspital postawil w liécie do Leibniz’a pytanie: ,Then what would
be the one-half derivative of z?” (wolne thumaczenie: Czym moglaby byé pochodna rzedu
1/22), a Leibniz odpowiada ,Leads to an apparent paradoz, from which one day useful
consequences will be drawn.” (wolne tlumaczenie: Prowadzi do pozornego paradoksu, z
ktdrego pewnego dnia zostang wyciggniete uzyteczne konsekwencje. )

Rozw6j rachunku utamkowego/niecatkowitego rzedu zostal zainicjowany przez prace
napisane przez G.W. Leibniza (1695r.) i L. Eulera (1738r.), [84]. Kolejne prace powstaty
w 19. wieku, mozna zauwazyé nastcpujace nazwiska autoréw: P.S. Laplace, S. F. Lacroix,
J. B. J. Fourier, N. H. Abel, J. Liouville, A. K. Griinwald, A. V. Letnikov, G. F. B. Rie-
mann, H. Laurent, J. Hadamard. Nastepne kroki postawiono dopiero w drugiej polowie
dwudziestego wicku. Z tego okresu pochodzg nastepujace monografie: [36,81,91,92]. W
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zastosowaniach najbardziej intensywny rozwéj rachunku utamkowego rzedu zaobserwo-
wano na poczatku 21. wieku. Ostatnio dla wielu naukowcéw jest to gléwny obszar ich
zainteresowan naukowych. Co wigcej, rachunek niecatkowitego rzedu znalazt w ostatnich
latach zastosowanie w modelowaniu i rozwiazywaniu probleméw praktycznych. Powazne
osiagniecia zostaly omowione na przyktad w pracach: [3,11,13,22,26,28,32,33,37,82,84,94].

Wiele zjawisk fizycznych, takich jak dyfuzja, teoria kondensatorow, teoria obwoddw,
materiatoznawstwo, znacznie dokladniej opisuje si¢ za pomocg réwnan rézniczkowych
niecatkowitych rzedéw. W szczegélnosci uzycie uktadéw niecatkowitych rzedbéw, W przy-
padku zaréwno ciggltym jak 1 dyskretnym, jako nowego narzedzia w modelowaniu pozwala
na wicksze mozliwoéci w teorii ukltadéw sterowania, [84].

Jednakze, rozwéj teorii dotyczace] rachunku niecatkowitego rzedu w przypadku dys-
kretnym nie byl tak intensywny. Idea operataréw réznicowych (delta i nabla) niecatko-
witych rzedéw jest oparta na uogdlnieniu sumowania na niecalkowity rzad. Podstawowe
whasnogci dotyczace sum (odpowiednikow calek) i operatoréw réznicowych niecalkowitego
rzedu zostaly opracowane przez Millera i Rossa w [36]. Badania kontynuowane byly przez
Atici i Eloe [4,5], Chen, Luo i Zhou [12], Baleanu1i Abdeljawada [1,2]. Inna koncepcja sum i
operatoréw niecatkowitych rzedéw zostata wprowadzona w pracach: [6,7, 16]. Wymienione
prace dotycza operatoréw niecatkowitego rzedu typu Riemanna-Liouville’a oraz Caputo.
Trzeci z podstawowych operatoréw réznicowych niecatkowitego rzedu, ktére rozwazano
w pracach, zostal nazwany operatorem niecatkowitego rzedu typu Griinwalda-Letnikova.
Operator ten jest uzywany w modelowaniu uktadéw sterowania w pracach migdzy inny-
mi autoréw: Kaczorek, Bettayeb and Djennoune, Bustowicz, Dzielifski, Klamka, Ostal-
czyk [9,10,15,24,26,27, 30,84,85,93] dla przypadkéw kroku h = 1 oraz bardziej ogblnego
h > 0.

Jest powszechnie wiadome, ze réwnania rézniczkowe sa uzywane do opisu sygnaléw
analogowych a réwnania réznicowe do opisu uktadéw z sygnatami dyskretnymi czy cyfro-
wymi. Ponadto, réownania réznicowe moga byé¢ uzyte do aproksymacji réwnan rozniczko-
wych, w szczegdlnosci przy uzyciu odpowiednich implementacji w programach kompute-
rowych, co pozwala na réznego typu symulacje numeryczne.

W pracach [38,39,59] pokazano, ze operatory typu Riemanna-Liouville’a 1 Griinwalda-
Letnikova sa réwnowazne. Réznica polega giéwnie na innych dziedzinach zmiennej sta-
nu uzytej w ukladzie. Jednoczesnie teoria zwiazana i wypracowna dla operatora typu
Riemanna-Liouville’a daje mozliwosé okreslenia formuly rozwiazania jawnego liniowego
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zagadnienia poczatkowego dla utamkowych ukladéw sterowania, réwniez w przypadku
uzycia operatora typu Griinwalda-Letnikova. Idea uzycia ukladéw z réoznymi rzedami i
krokiem w kazdym réwnaniu jest najbardziej ogolng sytuacja, ktéra opracowatam w pra-
cy [39]. W tej pracy ustalitam i udowdnitam warunki sterowalnogci i obserwowalnogci
wieloparametrowych (rézne rzedy i kroki) uktadéw liniowych uzywajac rozwigzan jaw-
nych, nierekurencyjnych. Mozna wéwczas korzystaé z tych samych wynikéw dla h = 11
jednolitego rzedu. Wykazalam ponadto, ze uzyskane rezultaty nie zalezg od typu operato-
ra i kroku h. Dokonatam poréwnania uktadéw z réznymi operatorami pod wzgledem: (a)
liczby krokéw potrzebnych do osiagniecia zatozonego punktu docelowego, (b) rozréznienia
warunkéw poczatkowych dla poszczegdlnych operatoréw.

Nierzadko mozna ustyszeé opinie, ze badania naukowe dotyczace teorii uktadéw nie po-
zostaja w Scistym zwiazku z praktyks i zastosowaniami. Z drugiej jednak strony, rezultaty
zebrane w twierdzenia, ze $cistymi dowodami, np. istnienia, jednoznacznoéci, warunkéw
rzgdu, czy postaci jawnych rozwigzan sa podstawa/katalizatorem dla badar praktycznych.
Ponadto, dobre podejscie matematyczne w teorii sterowania dla nowego rodzaju uktadéw,
ukladéw niecatkowitego rzedu, jest ,sine qua non” dla ich zastosowas.

4.3.2 Uklady sterowania z operatorami niecatkowitych rzedéw z pamiecig
poczatkowg

Pochodne i operatory réznicowe niecatkowitego rzedu to operacje z pamiecia, [91,95]. Co
prawda, mozna méwié, o tym ze klasyczna pochodna tez niesie ze soba pamieé¢ warunku
poczatkowego, gdyz w rozwiazaniach zagadnien poczatkowych warunek ten wystepuje,
ale pochodna niecatkowitego rzedu zachowuje pamieé na calym odcinku dziatania od
momentu startu do danego czasu ¢t. W zwigzku z tym powstaje pytanie, czy pamieé
uktadu nie powinna zaczynaé sie wezesniej, zanim jeszcze wystapi start operatora.

W tym obszarze badan zajeto sie utamkowymi uktadami dwéch typéw: z czasem cig-
glym oraz z czasem dyskretnym. Problem dobrego postawienia zagadnienia poczatkowego
dla utamkowych uktadéw byt doktadnie badany w pracach: [21,34-36,83]. Prawidtowa in-
terpretacja 1 wybér warunkéw poczatkowych, a raczej pamieci poczatkowej jest kluczowa
dla rozwigzail i zrozumienia utamkowych réwnan rézniczkowych i réznicowych.

e Gléwne wyniki dotyczace uktadéw z pochodng albo réznicg niecatkowitego rzedu z
pamigcig poczatkows znajduja sie w pracach: [66,74]. W pracy [74]:



— D. Mozyrska(70%), D. F. M. Torres(30%). Modified optimal energy and
initial memory of fractional continuous-time linear systems. Signal Processing,
91(1): 379-385, 2011;DOL: 10.1016/j.sigpro.2010.07.016; IF: 1.503; 5-Year IF:
1.567;

rozwazamy liniowy uklad sterowania z pamiecia poczatkowa i niecalkowitym rze-
dem 0 < a < 1: Dg z(t) = Az(t) + Bu(t), gdzie z(t) € R*, u(t) € R™, ma-
cierze A € R™" i B € R™™, razem z danym wektorem pamigci: ¥(t),t < 0.
Rozwazono sterowania kawatkami state u(-). W artykule uwzgledniono pochodna
utamkowa o nastepujacej postaci z pamigcia poczatkows D§, x(t) =o dex(t) + (1),
gdzie odg"x(t)ﬁll_—a)% ftto e(r)(t—7)"%dr = % (Itlo‘fcp(t)) jest lewostronng pochodng
Riemanna-Liouville’a funkcji z(-) z to = 0, ¥ jest wektorem pamigei poczatkowe]

wyznaczonym nastepujaco: ¥(t) = WEIPDO % (Tll-?) I ( f_(ga) Dodatkowo wprowa-

dzono w tej pracy pamieé rzedu [ liczong z trajektorii ,do przodu” v(t, ¢, u) dla
£ > 0: Mg = I8y (9, w) = w5 Jo v(L )t — 7).
W artykule [74]

— udowodniono postaé¢ wzoru dla trajektorii ukltadu z pamigcig poczatkowa;
— zdefiniowano pojecia sterowalnosci z pamiecia danego rzedu;

— wprowadzono poj¢cie gramianu (-sterowalnosci:
Qr = JE(T —t)20-2=P (T —t) BB* (T —t)dt wraz z udowodnieniem twier-
dzenia i faktéw na temat formuty sterowania.

Gtéwne twierdzenie w [74] ma postaé

Twierdzenie 4.1 Niech T > 0 i Qr bedzie macierzq nieosobliwg. Wtedy,

(a) dla dowolnych standw pamieci a, b € R" sterowanie o wartoéciach
a(t) = —(T — £)20--0) B*&%(T — )Q7* fr(a,b), gdzie fr(a,b) = =b+85(T)a,
przeprowadza stan a do b w czasie T.

(b) Sposréd wszystkich mozliwych sterowart ze zbioru L2 ([0, T],R™) przeprowadza-

jacych stan pamieci a do b w czasie T, sterowanie T minimalizuje zmodyfiko-
e oaBlo e [T atf-1 2
wang catke energii E%°(u) == [y ‘(T —t) u(t)‘ dt.



e Dyskusj¢ utamkowych ukladéw dyskretnych z pamiecia poczatkows podjeto w ar-
tykule [66]:

— D. Mozyrska(60%), E. Pawluszewicz(40%). Fractional discrete-time linear
control systems with initialisation. International Journal of Control, 85(2):213-
219, 2012; DOI: 10.1080/00207179.2011.643413; IF:1.008; 5-Year IF: 1.289;
25pkt.

W tej pracy zdefiniowano operator réznicowy niecatkowitego rzedu dzialajacy na
funkcji rzeczywistej z uwzglednieniem czasu poczatkowego ty € R i wartodci poczat-
kowych [-pamigci/(pamigci dtugosci I). Definicja zapewnia istnienie i jednoznacznogé
wartosci trajektorii dla wszystkich ¢ > ¢5. Gtéwne wyniki pracy [66] to:

— zbadanie i okreslenie rekurencyjnej formuly rozwiazania dla utamkowych ukta-
déw dyskretnych z pamiecia poczatkows i operatorem typu Griinwalda-Letnikova;

— udowodnienie warunku koniecznego i wystarczajacego obserwowalnosci oma-
wianych ukladéw ze skoficzona pamiecia poczatkows i okreélenie sterowania
zapewniajacego osiggalnosé stanéw ukiadu;

— postawienie oryginalnego problemu obserwowalnoéci liniowych ukladéw dys-
kretnych niecatkowitego rzedu z l-pamiecig poczatkows.

Klasyczne pojecie obserwowalnosci uktadu oznacza, ze dany uktad jest obserwo-
walny na odcinku czasu, jezeli z wiedzy o wartodciach wyjscia ukladu mozemy
jednoznacznie zrekonstruowaé stan poczatkowy ukladu. W tym przypadku, zde-
finiowano relacje nieodréznialnodci zdarzen pamigci, ktére moga byé traktowane
jak nowe ,wydluzone” stany poczatkowe. Prawo sterowania natomiast odniesio-
no do kontekstu osiggania danego stanu w s kolejnych krokach dziatania ukladu.
Utamkowy operator réznicowy uzyty w opisywane] pracy, [66], jest oparty na defi-
nicji operatora typu Griinwalda-Letnikova uzywanego w pracach [20,23, 24, 26, 93):

t—1p
h

+1) :
(A2.0) @) =2 Eﬂ (—1)7(%)a(t — jh), gdzie @ € Ridla t < to jest x(t) = ()

a ¢ jest dang funkcja. Wyrazenie k = [19] oznacza cze$é catkowity wartodci th,

A
1, =0
: _ Do+l _ ) J .
h > 0, a czynnik (‘;) = iﬁ(a(_Lm)Tj—, = { alet) o) G . Rozwaza-
71 ) =L4...

ne uktady maja wtedy postaé: (A?o,i) (t) = Az(t) + Bu(t), t = to + kh,k € N
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a dla t < to: z(t) = @(t)ua(t). Uklad rozwazany jest wraz z liniowym wyjsciem
y(t) = Ca(t).

e W pracy [63]:

— D. Mozyrska(50%), E. Pawluszewicz(50%). Observability of linear g-difference
fractional order systems with finite initial memory. Bulletin of the Polish Aca-
demy of Sciences. Technical Sciences, 58(4):601-605, 2010; ISSN (Print) 0239-
7528, DOI: 10.2478/v10175-010-0061-z; IF: 0.945 ; 20pkt.

zdefiniowano klase liniowych g-réznicowych ukladéow niecatkowitego rzedu ze skon-
czong pamiecia. Dla tego typu ukladéw

— okreélono definicje nieodréznialnosci standw i obserwowalnoéci uktadu poprzez

wydluzenie” warunku poczatkowego z uwzglednieniem pamiegcl;
— wykazano prawdziwo$¢ wzoru rozwiazania zagadnienia poczatkowego z l-pamigcig,;

— udowodniono warunek konieczny i wystarczajacy obserwowalnos$ci omawianych
ukladéw.

We wspomnianej pracy [63] okreslone jest zagadnienie poczatkowe poprzez warun-
ki poczatkowe pamigci zwigzane z wartoéciami danej funkcji ¢, ktéra zeruje si¢ w
nieskoficzenie wielu punktach dziedziny zbioru ¢ ={q¢", ke Z, ¢>1}. W ten spo-
s6b otrzymano tylko skoriczong liczbe niezerowych wartosci funkcji . Zbior tych
wartodci nazwany zostal [-pamigcia. Moze on by¢ traktowany jak szczegllny przy-
padek warunkéw poczatkowych dla specyficznej klasy operatora. Faktycznie jest to
podobne zagadnienie do rozwazanego w pracy [66], ale mamy tutaj do czynienia
7z innym pomiarem czasu, nie skalg jednorodng a potegowa zmiana punktéw cza-
su, dla ktérych punkt to = 0 jest punktem gestym. Zastosowano podobna definicje
nieodréznialnoéci stanéw i obserwowalno$éi w s-krokach, podobnie jak w pracy (50].

4.3.3 Nieliniowe uklady sterowania z operatorami niecatkowitych rzedoéw

Ta cze$é moich badan dotyczy obserwowalnoéci i lokalnej sterowalnosci nieliniowych uktla-
déw dyskretnych z operatorami niecalkowitych rzedéw.

e W artykule [50] zbadano temat obserwowalnogci nieliniowych ukladéw dyskretnych
z operatorami typu Griinwalda-Letnikova niecatkowitego rzedu o > 0:
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— D. Mozyrska(70%), Z. Bartosiewicz(30%). On observability of nonlinear
discrete-time fractional-order control systems. Rozdz. w: New trends in nano-
technology and fractional calculus applications, Springer Science and Business
Media, 2009:305-312. 7pkt.

Operator réznicowy uzyty w rozwazanym modelu jest typu Griinwalda-Letnikova,
podobnie jak w pracach [20,23,24]: D°z(t) = L ;-fﬂ(—l)j (‘;)zc(t—jc) ,gdziea € R
11 € cZ. W pracy zajmowano si¢ ukiadami nieliniowymi postaci: (D%z) (k + L=
f(z(k),u(k)), z wyjéciem nieliniowym y(k) = h(z(k)). Najwazniejsze aspekty pracy
dotycza:

— przestrzeni obserwacyjnej uktadu i scharakteryzwonia relacji nieodréznialnodci
i r6znych definicji obserwowalnosci;

— réznych rodzajéw obserwowalnosci: globalnej obserwowalnosci, lokalnej obser-
wowalnosci, lokalnej injektywnosci i jej mocniejszej wersji okreslonej przez wa-
runek rzedu (znany jako warunek Hermanna-Krenera okreslany zazwyczaj dla
klasycznych uktadéw z czasem ciagtym);

— dwuwymiarowych ukladéw nieliniowych z jednowymiarowym wyjsciem zalez-
nym tylko od jednej zmiennej;

— zaleznosci miedzy rzedami réwnan uktadu a warunkiem rzedu, ktéry implikuje
lokalna obserwowalnosé.

W pracy [67], operatory réznicowe niccatkowitego rzedu typu Riemanna-Liouville’a,
Caputo i Griinwalda-Letnikova zostaly oméwione i uzyte do postawienia i rozwig-
zania dla uktadéw z tymi operatorami problemu sterowalnosci nieliniwoych dyskret-
nych ukladéw niecatkowitego rzedu.

— D. Mozyrska(60%), E. Pawtuszewicz(40%). Local controllability of nonline-
ar discrete-time fractional order systems. Bulletin of the Polish Academy of
Sciences- Technical Sciences, 61(1):1-6, 2013; DOI: 10.2478 /bpasts-2013-0024;
IF: 0,980; 5- Year IF: 0,927; 30pkt.

W wymienionej pracy badaniami objeto trzy operatory réznicowe z jednolitym rze-
dem o € (0,1]. Wykazano, ze niezaleznie od typu operatora, uktad jest lokalnie
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sterowalny w g krokach, jezeli jego aproksymacja jest globalnie sterowalna w ¢ kro-
kach. Uzyte operatory zostaly zdefiniowane w pracach: operator typu Riemanna-
Liouville’a w [4], typu Caputo w [12] oraz typu Griinwalda-Letnikova w [25,26,91].
Uzyskane rezultaty sa analogiczne do tych zawartych w pracach o ukladach cig-
glych: [29,30].

Ponizej podaje szkic definicji kolejnych operatoréw, jako kluczowych definicji w na-
szych badaniach. Uzywam nastepujacej notacji dotyczacej dziedzin: N, := {a,a +
1,...} dla dowolnego rzeczywistego a. Dla t € R\Z_ i a € R okreslona jest funk-
cja czynnikowa poprzez @) .= f%, gdzie Z_ = {—-1,-2,.. .}, T jest funkcja
gamma Buler’a, gdzie dzielenie przez wartoéé w biegunie traktujemy jako wartos¢
zerowa funkeji. Niech a > 0. Ulamkowq sumg rzedu o z dowolnej funkeji ¢ : Ny — R,

definiujemy nastepujaco (za [4]):

(:8726) () = g 2t = 5= D 6(0)-

Kolejno zaprezentowano trzy operatory réznicowe niecalkowitego rzedu. Uzyto wy-
mienionych operatoréw jako dziatajacych w dyskretnych ukladach sterowania i wy-
kazano, ze kazdy z nich dopuszcza podobny warunek sterowalnosci. Niech « € (0,1]
ip:N, =R

— Drzialanie operatora réznicowego typu Caputo, rzedu o, na funkeji ¢, okreslone
jest nastepujgco
(820) (£) = (LA™DA9) (),
gdzie t € Nor(_a) 1 (A) (5) = ¢(s + 1) — ©(s)-
— Drzialanie operatora réznicowego typu Riemanna-Liouville’a rzedu ¢, na funkcji
i, okreslone jest nastepujaco

(8%) (t) = A (oA Y9) (1),
gdzie t € Na+(1—a)-

— Niech a € R. Dziatanie operatora réznicowego typu Griinwalda-Letnikova rze-
du o, na funkcji ¢, okreslone jest nastgpujaco

(£29) () = (1" (j)w(t —3).

s=0

12



gdzie t € N,.
W pracy wprowadzono wspélng forme ukladu sterowania postaci
(aTaw) (t) = f(l'(t + CL), u(t))7 w(a) =1y, LE NO i

gdzie z(-) € R™ oznacza wektor stanu, wartosci u(t) sterowania u sq elementami
pewnej przestrzeni  C R™, f: R™ x ) — R" oraz

(nAZZ)(t) lub (,A%Z)(t) dlaa=p

(aTa’.’L‘) (t) = { (OAEX'T)(t + 1) dlaa=0

Przyklad 4.1 Rozwazmy uklad postaci

(e DoBY(E) = [ za(t +a) } + [ 0 } u(t).

—0.1sinz1(t + a) 1

Wtedy jego linearyzacja jest okreslona za pomocg nastgpujgcych macierzy: A =

—-0.1 0 |
Jest sterowalny w q = 2 krokach. Wybierajgc warunek poczgtkowy o = 0, mamy

1 0
[ 0 B = i |- Latwo zawwazyé, ze uktad (,T°z) (1) = Az(t +a) + Bu(t)

dwie mozliwosci (operatory typu Riemanna-Liouville’a i Caputo z zerowym warun-
kiem pozcgtkowym pokrywajg sig). Niech: u(t) = —0.1, o = 0.8. Rysunki 1(a), 1(b)
wskazujq na poréwnanie zachowar trajektorii zaréwno przy zmiante opertaora jak 4
linearyzacji lub rozwigzania bezposredniego przez rekurencje.

Aproksymacja rozwiazan zagadnien poczatkowych postawionych dla ukladéw nie-
catkowitych rzedéw z czasem ciaglym z operatorem sekwencyjnym typu Caputo
zostala oméwiona w pracy [60]

— D. Mozyrska(40%), E. Girejko(30%), M. Wyrwas(30%). Fractional nonli-
near systems with sequential operators. Central European Journal of Physics,
11(10):1295-1303, 2013; DOI: 10.2478/511534-013-0223-3; IF: 0.905; 5-Year IF
0.832; 20pkt.

Aproksymacja rozwigzan uktadéw cigglych za pomocy uktadéw dyskretnych z wy-
starczajgco matym krokiem prébkowania jest waznym aspektem symulacji wielu pro-
ces6w. Problem obliczen przyblizonych dla pochodnych niecatkowitego rzedu typu
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a1

ro2

ras

(a) operator oY%z =(_o2) AT®z (b) operator oY%z =g Ap®z.

Rysunek 1: Poréwnanie dwoch trajektorii ukladéw nieliniowych z Przykiadu 4.1. Punkty
dla 10 krokéw, uktad nieliniowy - "krzyzyki” , linearyzacja - "kwadraciki”, u = —0.1.

Riemanna-Liouville’a i Caputo zostal oméwiony w pracy [14]. W artykule zaprezen-
towano metode oparta na przyblizeniu pochodnej typu Caputo poprzez h-roznicowy
operator okre§lony w [55]. W omawianej pracy [60], okreslono ukiad aproksymujacy
i udowodniono zbieznoéé wartoéci operatoréw. Udowodnione warunki maja postacé:

Stwierdzenie 4.1 Wartosci rozwigzania © zagadnienia poczgtkowego

(§D%) (1) = f(t.5(1)) 2(0) = 0.

sq przyblizane wartosciami rozwigzania nastepujgcego zagadnienia dyskretnego
(3.7) (¢) = £(1, (1), T(a) = 0.

poprzez nastepujgcg granicg limp o z(tn) = x(t), gdzie tp == a+ (1 — a)h + nh,
n=[5¢]+1ia=(a—1h ae (1]

Stwierdzenie 4.2 Niech o, 3 € (0,1]. Wartodci rozwigzania T uktadu
(§D7 (§ D)) (1) = St ()
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z warunkami poczgtkowyms (ED%") (0) = 2o, z(0) = x, sqg przyblizane wartoéciami
rozwigzania nastgpujgcego zagadnienia dyskretnego

(aﬂi*i) (nh) = y(nh+1b), (bAf,*y) (nh) = f(nh,z(nh+a)),

(GA,‘{*:U) (0) = 20, z(a) = z,, poprzez nastepujacg granice limy,_oZ(ty) = z(t),
gdzie fy = a+ (1~ a)h+nh, n= 52 +1ia=(a—1)h, b= (8- 1)h.

4.3.4 Wieloparametryczne liniowe uktady sterowania z czasem dyskretnym i
operatorami niecatkowitych rzedéw

Witasnoéci sum i operatoréw dyskretnych niecatkowitego rzedu byly rozwijane najpierw
przez Millera i Rossa, [36], idea kontynuowana byta nastepnie w pracach Atici i Eloe [4,5],
Baleanu i Abdeljawada [1,2]. Koncepcja nieco innego zapisu operatora typu Riemanna-
Liouville’a i sumy utamkowej zostala podana w pracach [6,7,16]. Trzecim typem opera-
tora, ktéry jest w moich badaniach rozwazany, jest operator typu Griinwalda-Letnikova,
uzywany w modelowaniu ukladéw sterowania przez autoréw: Kaczorek, Bettayeb and
Djennoune, Bustowicz, Dzielifiski, Klamka, Ostalczyk 9,10, 15,24, 26, 27, 30, 84, 85, 93).
W opracowaniu rezultatéw podstaws jest rozwazenie operatora h-réznicowego. Poniewaz
h > 0 moze reprezentowaé krok prébkowania, to wystepowanie wielkosci A w definicji
operatoréw jest interesujace zaréwno z punktu widzenia zastosowari inzynierskich jak i
obliczerl numerycznych.

e Wiasnosci sterowalnosci i obserwowalnosci uktadéw liniowych z dopuszczeniem réz-
nych rzedéw w kazdym réwnaniu i réznego kroku A, zostaly ujete w pracy

— D. Mozyrska. Multi-parameter fractional difference linear control systems,
Discrete Dynamics in Nature and Society, V. 2014(Article ID 183782):8p., DOL:
10.1155/2014/183782 2014.; IF: 0.82; 5-Year IF: 0.84, 30pkt.

e Sterowalnosé liniowych ukladéw h-réznicowych z dwoma rzedami jest tematem pra-
cy:

— D. Mozyrska(60%), E. Pawluszewicz(40%). Controllability of h-difference

linear control systems with two fractional orders. International Journal of Sys-

tems Science, 2013; DOI: 10.1080/00207721.2013.794907; IF: 1.305; 5-Year IF:
1.504; 25pkt.
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W pracy [39], gdzie rozwazane sg uklady z réznymi rzedami wprowadzamy dwie ro-
dziny funkeji, ktére pomoga nam w okreéleniu rozwigzan jawnych zagadnie poczat-
kowych z trzema omawianymi operatorami. W szczegélnosci podkreslono fakt, [39],
ze operatory typu Riemanna-Liouville’a i Griinwalda-Letnikova okreslajg podobne
uktady, réznica polega jedynie na definicji dziedziny czasu. W przypadku opera-
tora Riemanna-Liouville'a czasem startu jest wartosé a = (a — 1)h. Natomiast
wartoéci rozwiazan w przypadku zachowania tych samych macierzy ukladu sa te
same. Jednakze, dopiero uzycie teorii powigzanej wezeéniej tylko z operatorem ty-
pu Riemanna-Liouville’a pozwolilo na okreglenie rozwigzaf jawnych dla uktadéw z
operatorem typu Griinwalda-Letnikova. W takiej sytuacji mozna ustali¢ i udowdni¢
warunki sterowalnodci i obserwowalnosci wieloparametrowych (rézne rzedy i kro-
ki) uktadéw linjowych uzywajac rozwiazan jawnych, nierekurencyjnych. Idea uzycia
ukladéw z réznymi rzedami i krokiem w kazdym réwnaniu jest najbardziej ogolna
sytuacja. Mozna wowczas korzystaé z tych samych wynikow dla h = 1 i jednolite-
go rzedu. Wykazano ponadto, ze uzyskane rezultaty nie zaleza od typu operatora
i kroku h. Dokonano poréwnania ukladéw z réznymi operatorami pod wzgledem:
(a) liczby krokéw potrzebnych do osiggniecia zalozonego punktu docelowego, (b)

rozréznienia warunkéw poczatkowych dla poszczegdlnych operatorow.

5 Oméwienie pozostalych osiaggnie¢ naukowo — ba-

dawczych

Od poczatku podjecia pracy na Politechnice Bialostockiej moja dziatalnosé naukowa kon-
centrowala sie na teorii sterowania ukladow ciggtych i dyskretnych. Mozliwos¢ uczest-
nictwa w seminarium z geometrycznej teorii sterowania, prowadzonym w Instytucie Ma-
tematyki Polskiej Akademii Nauk, w Warszawie, organizowanym przez prof. Bronistawa
Jakubczyka i prof. Witolda Respondka pozwolita mi na zdobycie odpowiedniej wiedzy
w zakresic badaf 1 uzycia metod algebraicznych i geometrycznych w teorii sterowania,
w moim przypadku w szczegblnosci w pojeciu obserwowalnosci. W mojej rozprawie dok-
torskiej, [40], napisanej pod opieka prof. Zbigniewa Bartosiewicza, badatam zagadnienie
lokalnej obserwowalnoéci ukladow nieskoficzenie wymiarowych skofczenie okreslonych z
wyjéciem. Pojecie ,skoriczente okreslonych” oznacza, iz kazda funkcja wspo6irzedna uktadu
zalezy od skoficzonego kompletu zmiennych stanu a sam stan jest nieskoficzenie wymiaro-
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wy. Warunek poczatkowy natomiast pochodzi takze z przestrzeni wektoréw o skonczonej
liczbie element6éw niezerowych (jest to szczegélny przypadek przestrzeni Frécheta).

Przed doktoratem pracowaliémy gléwnie nad rezultatami dotyczacymi stabilnej lo-
kalnej obserwowalnosci skoficzenie-wymiarowych ukladéw sterowania z wyjsciem, opie-
rajac wyniki na zastosowaniu twierdzenia Risler’a o zerach. Prace dotyczace tych wyni-
kéw to: [41-43]. Badalismy rézne koncepcje obserwowalnodci, takie jak: globalna obserwo-
walnosé, lokalna obserwowalnosé, lokalna injektywno$é. Lokalna obserwowalnogé uktadu
w punkcie zq oznacza, ze uzywajac funkcji z przestrzeni obserwacyjnej danego uktadu
mozemy odrdézni¢ punkty/warunki poczatkowe z otoczenia punktu z,. Stabilna lokalna
obserwowalno$¢ uktadu w punkcie 7y, oznacza natomiast, ze dany uktlad jest lokalnie ob-
serwowalny w pewnym otoczeniu punktu zo. W mojej rozprawie doktorskiej, [40] oraz
w pracy [44] badaliémy mozliwo$¢ opisu ukladéw nieskoficzenie wymiarowych skorficzenie
okreslonych. W tym celu udowodnili$my odpowiednig wersje twierdzenia Risler’a o zerach
dla przestrzeni ciagéw skoficzenie okreslonych.

Mozliwosé implementcaji rezultatéw o obserwowalnosci zaréwno dla ukladéw z cza-
sem ciggltym i dyskretnym pozwolita na przeniesienie wynikéw na uklady okreélone na
skalach czasowych, [47,48], gdzie tez oméwiono temat dualnosci wlasnosci sterowalnosci
i obserwowalnoéci. W pracach [45,46] znajdujg sie monografie na temat obserwowalno-
sci liniowych i nieliniowych skoficzenie wymiarowych ukladéw sterowania. W pracy [49]
omawiano linearyzacj¢ Carlemana ukladéw wielomianowych.

W latach 2008-2009 i czg¢sciowo w roku 2010, zajmowatam si¢ szeregami funkcyjnymi
1 wielomianami na skalach czasowych, [61,62], a takze wlasnoéciami wybranych funkeji
na skalach, np. odpowiednika logarytmu naturalnego, pochodng diamentowa (kombina-
cja wypukla pochodnej delta i nabla) na skalach czasowych, catkg Riemanna-Stieltjesa
oraz warunkami viabilnodci (ogdlny przypadek niezmienniczo$ci) uktadéw dynamicznych
na skalach czasowych, [18,68-72,87,96]. Cze§é rezultatéw zostata uzyskana w ramach
wspolpracy z grupg Control Theory Group from the Centre for Research on Optimization
and Control-CEOC Uniwersytetu w Aveiro, Portugalia, (obecnie Mathematical Theory
of Systems and Control, Center of Research and Development in Mathematics and Ap-
plications), gtéwnie z prof. Delfimem F. M. Torresem.

Od 2010 roku prowadze badania w zakresie ukladéw sterowania z pochodng lub
operatorem réznicowym niecatkowitego rzedu. Dziedzing ukladéw niecatkowitych rze-
déw/uktadéw utamkowych zainteresowatam sie dzieki dwém wykladom:
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(a) prezentacja prof. D.F. M. Torresa w czasie Podlaskiej Konferencji MatematyXki,
2006r., Biatystok; (b) wygloszonym przez prof. T. Kaczorka w ramach seminairum Wy-
dziatu Elektrycznego Politechniki Biatostockiej. Seminarium dotyczylo operatora niecal-
kowitego rzedu typu Griinwalda-Letnikova i jego zastosowan w uktadach sterowania.

Aby zintensyfikowaé zgtebianie nowej dziedziny, jaka byl dla mnie wtedy rachunek
rézniczkowy i catkowy niecatkowitego rzedu, zglositam kurs z tego zakresu do African
University of Science and Technology w Abuja, Nigeria. Wtedy tez zostala napisana praca
dotyczaca réznych definicji obserwowalnoéci nieliniowych ukladéw dyskretnych z opera-
torem Griinwalda-Letnikova, [50]. Nastepnie kontynuowalam pracg w zakresie uktadow
utamkowych, ale z czasem ciaglym, [73, 74]. W wymienionych artykulach skonstruwali-
$my formule sterowania odpowiadajaca minimalizacji energii dla ukladéw z pochodng
Riemanna-Liouville’a i pochodng Caputo.

Badania dotyczace ukladéw z czasem ciaglym zwiazane byty takze z viabilnoscig roz-
wigzaih a w szczegdlnosci z dodatnioscig rozwiazan lub podejsciem bardziej ogdlnym przez
uktady stozkowe, [19,57,58]. Artykut [57] zawiera w swoim tytule stowo ,initialization”,
ale to nawigzanie pochodzi od startu ukladu w warunku poczatkowym danym w srodku
przedzialu w czasie poczatkowym wickszym od czasu startu pochodnej. W pracy 58] za-
jetam si¢ ukladami stozkowymi z pochodng Caputo. Uklad nazywamy dodatnim, jezeli
jego trajektorie pozostaja nieujemne, startujac z nieujemnego stanu poczatkowego. Jest
to przypadek szczegblny niezmiennniczosci /viabilnosci (gdyz rozwigzania sg jednoznacze).
W tym przypadku mozna méwic¢ o dodatniej viabilnosci, gdy zbiér wzgledem ktorego okre-
$lamy viabilno$¢, to nieujemna cze$é przestrzeni stanu. Obecnie pracuje (wraz z zespolem
wspbtautoréw) nad warunkiem koniecznym i wystarczjacym na viabilnosé uktadéw nie-
calkowitego rzedu, z czasem ciaglym 1 pochodng Caputo.

Jedna z bardzie] interesujacych kwestii jest wypracowanie definicji pochodnej niecal-
kowitego rzedu dla skal czasowych, czyli unifikacja podejsé: uklady z czasem cigglym 1
dyskretnym na uktady na dowolnej skali czasowej. Jest to nadal problem otwarty. Jedno
z podejéé zaprezentowano w pracy [8].

W artykutach: [17, 53, 54, 56, 100] otrzymano rezultaty zwigzane z istnieniem i jed-
noznacznoscig zagadnieil poczatkowych, rozwiazan ukladéw stozkowych i zachowan tra-
jektorii z pochodnymi sekwencyjnymi z dowolnym krokiem h > 0. Gloéwne teamtyka
prac: [64,65], podobnie jak w [63, 66], to uklady z pamiecig poczatkows i operatorem
niecatkowitego rzedu na skali quantum (g%).
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Podstawowe wiadomosci dotyczace operatoréw dyskretnych niecatkowitego rzedu z
krokiem h wraz z podaniem definicji operatora typu Caputo dla kroku A > przedstawiono
w pracy [55]. Poréwnanie h-réznicowych operatoréw typu: Griinwalda-Letnikova, Caputo,
Riemanna-Liouville’a zostato przeprowadzone w (38, 59].

Zagadnienie sterowalnosci, sterowalnoéci z ograniczeniami oraz obserwowalnodci w
skoficzonej liczbie krokéw dzialania h-réznicowych liniowych uktadéw sterowania z dwo-
ma réznymi rzedami postawiono i rozwigzano w (86, 88-90]. Rozwazono tam uklady z
operatorem typu Caputo i krokiem h > 0, sterowaniami o wartosciach z danego wypu-
ktego i ograniczonego zbioru. Podano warunek konieczny i wystarczajacy sterowalnosci z
ograniczeniami, w skonczonej liczbie krokéw dzialania ukladu.

Jedna z waznych wiasnosci ukladéw sterowania jest stabilnoéé i stabilizowalnoéé. Ze
wzgledu na brak wygodnej reguly dla pochodnej niecatkowitego rzedu oraz operatora
réznicowego niecatkowitego rzedu dzialania na funkeji ztozonej, trudno jest bezposrednio
wypracowa¢ warunki stabilnosci typu Lapunova. Pewne wyniki, bedace tez ekeperymen-
tami numerycznymi zawarto w [97,98,101]. _

Czgsto stosowanym narzedziem w liniowych uktadach sterowania jest zaprezentowanie
warunkéw i funkeji tranzycji z sygnatéw w dziedzinie zespolonej. W tym celu powstaly
prace, zlozone do publikacji i jako materialy konferencyjne na konferencje FDA 2014,
na temat rozwigzan utamkowych uktadéw liniowych z czasem dyskretnym i operatorami
typu: Riemanna-Liouville’a i Caputo, dla jednolitego rzedu o > 0 i kroku A > 0 poprzez
zastosowanie metody operatorowej. Uzyto klasycznej Z-transformaty, udowodniono wzér
obrazu uogélnionej funkeji Mittaga-Lefflera (odpowiednik eksponenty dyskretnej utamko-
wego rzedu), [75,76,99).

Jedng z form dziatalnoéci naukowo-badawczej bylo moje uczestnictwo w latach 2008-
2009 w projekcie ACFA 2020 — Active Control for Flexible 2020 Aircraft (2008-2011) z 7.
Programu Ramowego, www.acfa2020.eu, gdzie pracowatam jako wykonawca w zespole z
Politechniki Bialostockiej w skladzie: prof. dr hab. inz. Zbigniew Bartosiewicz - kierownik,
dr Dorota Mozyrska - wykonawca. W pracach projektowych prowadzilismy czeéé badaw-
czg dotyczacq optymalizacji jednego z parametréw modelu samolotu poprzez adaptacyjne
sterowanie wyprzedzajace (adaptive feed—forward control). Pozwolilo mi to na podniesie-
nie umigjetnosci implementacji algorytméw optymalizaciji w programie Matlab/Simulink.

Inng czgdcia mojej pracy badawczej byta tematyka dotyczaca aproksymacji, inerpolacji
1 modelowania danych spektroradiometrycznych z pomiaréw LEDéw, [51,52, 77-79).
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Uwaga 5.1 Wykaz opublikowanych prac naukowych oraz informacja o osiggnieciach dy-

daktycznych, wspélpracy naukowej popularyzacji nauki stanowi Zalgeznik 4.
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